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算数（数学）教育において、『外延量』と『内包量』について、その性質の理解が重要と
なる。両者とも、実際的な量であるが、両者はその性質を異にする。その一例が「加法性」
である。内包量は、言わば「割合」であり、「加法性」を満たさない。内包量は非加法性の
ため、「相加」平均できないはずである。しかし、大学生において内包量が「非加法量」と
わかっていても相加平均はするという結果が見られる（斎藤 2015 2016）。今回は、その
改善を図る一連の研究である。具体的な目標は前回の研究（2016）を発展させたもので、Ⅰ
調査；比較する量の大小で、或は比較する量が「土台量、全体量」で判断に差異が生ずる
か、を調べ、Ⅱ教授方略の探求；内包量の意味（求め方と性質）を「速さ」「密度」を例に
説明し（事例の拡大）、Ⅲ調査課題及びテキストにおいて示される図を明確化、を行い、内
包量で求める「平均」は「相加」ではないやり方という教示の有効性確認、となっている。
結果、(1) 種別；『平均』が問われているにも関わらず、「濃度」「密度」では“加法”誤
答が散見される。また、“相加平均”誤答は、すべての種類で約 50％を占める。種別は異
なっても、「平均とは“相加平均”だ」と多くの学生が誤認識している。(2) 比較量の「差
異」及び「質」；比較する量・質とも、3 種類においてその回答傾向に明確な差は見られな
い（完答を見ると、どの種類も“全体量”がやや低い）。「量・質」に関係なく、「平均とは
“相加平均”だ」という意識が勝っている。(3) 教授－学習の効果：両群とも、事前から
事後へ正答率が上昇している。「完答」も増加傾向ではあるが、不十分。どの種類も“全体
量”提示問題がやや低い。「計算」が難しいことが反映しているのだろう。「内包量」を求
める場合、「計算力」が求められることが明白となった。
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問題と目的 
算数（数学）教育において、『外延量』と『内
包量』について、その性質の理解が重要となる。
前者においては「長さ」「重さ」「体積」などが
代表的であり、後者においては「速さ」「濃さ」
「密度」などが代表される。このように実際的
な量であるが、両者はその性質を異にする。そ
の一例が「加法性」である。「内包量」の多くは、
2 つの外延量の商で生み出される。その意味で
「内包量」は関係概念形成の基礎となるものと
も言える。藤村宣之（1990）は、この点を重視
し、内包量のおけるつまづきは算数・数学教育
において克服すべき１つの重大な問題であると
指摘している。内包量は 2 つの外延量の商（分
母；土台量、分子；全体量）で生み出されるも
ので、言わば「割合」であり、「加法性」を満た
さない。中でも「平均」が問題である。内包量
は非加法性のため、「相加」平均できない。しか
し、大学生において内包量が「非加法量」とわ
かっていても相加平均はするという結果が見ら
れる（斎藤 2015）。
そのような状況から、斎藤は 2016 年に『内
包量理解の礎としての“非・相加平均”に関す
る学習支援方策の希求』も視野に入れ、研究を
行った（論文 2017）。行われた調査（上記 3 種
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の内包量に関する「平均」問題）・研究は、以下
のとおりである。 
1.比較する量の大小においてその回答に差が生
ずるか。 
立木徹（1986）の研究（実験装置が大きくな
ると「（法則を理解する）手がかりの明瞭化」及
び「大きい驚き－知的好奇心の刺激－」がもた
らされ、そのことによって、法則の理解が促進
される）、蝦名正司（2014 2015）の研究（加法
操作を行うと違和感が喚起されるような事態の
提示がその修正に有効）を基に、「学習者（被験
者）が内包量の平均を考える際に、比較する量
の大小がその思考に影響を与えるか否か」を考
察する。 
2. 内包量の意味（求め方と性質）を「速さ」を
例に説明し、その学習効果を測定する。 
「速さ」を「内包量」の例として示し、 
1.独立性：全体量や土台量の多少に関係なく
“強さ”として一定である。
2.関係性：2 つの量が既知の時に残りの“量”
が求められる。
3.操作性質：2 つ以上の量を合併することは
できない（非加法性）し、結果、「相加平均」
もできない。
を説明し、その他の内包量（調査課題となっ
ている「濃度」「密度」）も同様であることを示
し、その効果を測る。 
その結果、 
1.「密度」問題を除き、比較量大群の方がやや
正答率は高いが、有意な程ではなく、「大」群で
は密度問題で過半数が相加平均誤答をしている。
比較差を大きくすることによって「“足して”平
均する」ことへ“違和感”が喚起されると予想
されたが、若干の喚起となる可能性に止まって
いる。 
2.「速さ」問題は、事後において相加平均誤答
も減少しているが、完全に払拭されたと言う程
ではなく、また、密度問題で「大」群に２割程
度の相加平均誤答が見られた。 
となった。 
これらの結果から、調査課題及び教授方略に
ついて改良の余地がある思われた。 
そこで、今回、本研究では、再度被験者を大
学生とし、以下の改良を行って教授学習実験を
再度行いたい。 
＜改良点＞ 
1．土台量、全体量について分析する。
前述したように、内包量は、2 つの外延量の
“商”（分母；土台量、分子；全体量）で生み出
されるものである。前回は、示される「外延量」
に「土台量」「全体量」の区別がなされていなか
った（「速さ」のみ「全体量」、他２種-「濃度」
「密度」：「土台量」）。今回、比較する「外延量」
の大小だけではなく、比較する「外延量」が「土
台量」なのか「全体量」なのかで「内包量」の
平均操作に影響があるか否かを調べる。 
2．説明事例を「速さ」だけでなく、「密度」ま
で拡大する。 
事例説明が「速さ」に止まっていたために、
「内包量」の平均操作の理解が不十分なまま止
まってしまった可能性がある。今回、事例を拡
大（「速さ」「密度」）し、その理解を深めたい。 
3．調査課題及びテキストにおいて示される図を
明確化する。 
「密度」についてチューリップの植え方と混
み合い度を例にしていたが、示された図が不明
確（示されたチューリップはどの場合でも１本
のみ）で分かりにくかった。また、教授文では
密度については例示のみで説明がなかった。こ
の 2 点の改良を行う。具体的には、問題で示さ
れるチューリップの本数を明示的に図示し、教
授文でも、「速さ」と同様な説明を行う。 
方 法 
(1) 実験の概要
被験者は、大学生 41 名（差小群 21 名・大群
20 名）
被験者全員に、調査問題〔2 種類；A-差小・
B-差大〕（事前テスト－テキスト－事後テスト）
が配布され、回答が求められる（30 分程度）。2
種の調査問題によって、2 群設定となっている。 
なお、テスト結果は「斎藤の講義の成績とは
何ら関係がないこと」、また提出冊子は無記名で
あり個人が特定されることはないが、「被験者に
なることを拒否する権利もある（調査課題に回
答しない－調査冊子を白紙で提出する－）権利
もあること」等が実験開始前に説明される。実
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験参加自体、任意である。 
(2) テスト問題
①事前テスト（FIGURE1参照）
個別選択問題(2 つの量の平均の判断－土台
量・全体量の違い 2 種)：「速さ」「濃度」「密度
（チューリップの“混み合い度”）」3 種〔計 6
問〕。比較する量の差の大小で 2 種類（上記 2
群）用意される。回答は選択であり、1)比較す
べき量を加法した数値 2)両者を相加平均した
数値 3)その他（違う答えを答えられる場合は
その数値を記入）となっている。 
②事後テスト（FIGURE2参照）
2 群共通問題である。上記 3 種の平均問題(2
つの量の平均の判断－土台量・全体量の違い 2
〔事前Ａ：差－大〕 
1.速さ問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください（「Ｃ その他」を選んだ人へ；違う答えを答えられる人は、
お答え下さい）。
(1) １１０㎞の道を車で走りました。１００㎞地点まで４０㎞／ｈの定速走行で走りましたが、残り１０㎞の地点からスピードを
上げて、５０㎞／ｈでの定速走行をしました。平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ９０㎞／ｈ Ｂ４５㎞／ｈ Ｃその他＞
(2) １１時間、車で走りました。最初の１０時間は４０㎞／ｈの定速走行で、後の１時間はスピードを上げて、５０㎞／ｈの定速
走行をしました。平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ９０㎞／ｈ Ｂ４５㎞／ｈ Ｃその他＞
２.濃度問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください。
(1) １０％の食塩水１０００ｍｌと２０％の食塩水１００ｍｌを混ぜたら、その濃度はどうなりますか。
＜Ａ３０％ Ｂ１５％  Ｃその他＞
(2) “塩”が４０ｇ入っている１０％の食塩水と、“塩”が４ｇ入っている２０％の食塩水を混ぜたら、その濃度はどうなりますか。 
＜Ａ３０％ Ｂ１５％  Ｃその他＞
３.密度（チューリップの“混み合い度”）問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください。
〔※チューリップの“混み合い度”（本／㎡）とは、「一定の広さ（１㎡）あたりどれだけの本数が植えられているか」を
計算したものです。〕 
(1) ２㎡の畑では“混み合い度”〔１本／㎡〕でチューリップを植えます。また、もう 1 つの２０㎡の畑では“混み合い度”〔２本
／㎡〕で植えます。２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、どのくらいの“混み合い度”〔本／㎡〕で植えられる
ことになりますか。
＜Ａ３本／㎡  Ｂ１.５本／㎡  Ｃその他＞
(2) １つの畑では“混み合い度”〔１本／㎡〕でチューリップを１本植えます。また、もう 1つの畑では“混み合い度”〔２本／㎡〕
で１０本植えます。２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、どのくらいの“混み合い度”〔本／㎡〕で植えられる
ことになりますか。
＜Ａ３本／㎡  Ｂ１.５本／㎡  Ｃその他＞
〔事前Ｂ：差－小〕 
1.速さ問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください。
(1) ５０㎞の道を、車で走りました。最初の２０㎞は４０㎞／ｈの定速走行で、後の３０㎞はスピードを上げて、５０㎞／ｈの定
速走行をしました。平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ９０㎞／ｈ Ｂ４５㎞／ｈ Ｃその他＞
(2) ５時間、車で走りました。最初の２時間は４０㎞／ｈの定速走行で、後の３時間はスピードを上げて、５０㎞／ｈの定速走行
をしました。平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ９０㎞／ｈ Ｂ４５㎞／ｈ Ｃその他＞
２.濃度問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください。
(1) １０％の食塩水４００ｍｌと２０％の食塩水３００ｍｌを混ぜたら、その濃度はどうなりますか。
＜Ａ３０％ Ｂ１５％  Ｃその他＞
(2) “塩”が２０ｇ入っている１０％の食塩水と、“塩”が３０ｇ入っている２０％の食塩水を混ぜたら、その濃度はどうなります
か。
＜Ａ３０％ Ｂ１５％  Ｃその他＞
３.密度（チューリップの“混み合い度”）問題：以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください。
(1) ４㎡の畑では“混み合い度”〔１本／㎡〕でチューリップを植えます。また、もう 1 つの５㎡の畑では“混み合い度”〔２本／
㎡〕で植えます。２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、どのくらいの“混み合い度”〔本／㎡〕で植えられるこ
とになりますか。
＜Ａ３本／㎡  Ｂ１.５本／㎡  Ｃその他＞
(2) １つの畑では“混み合い度”〔１本／㎡〕でチューリップを２本植えます。また、もう 1つの畑では“混み合い度”〔２本／㎡〕
で３本植えます。２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、どのくらいの“混み合い度”〔本／㎡〕で植えられるこ
とになりますか。
＜Ａ３本／㎡  Ｂ１.５本／㎡  Ｃその他＞
FIGURE １ 事前テスト内容－「速さ」「濃さ」「密度」の平均問題（図略）
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種)であり、比較差は「小」設定となっている〔計
6 問〕。ただし、事前テストにおける「差－小」
とは数値が異なっている。回答様式は事前テス
トと同じである。
※問題には“図”も示されており、問題
文の数値もその図に含まれている。
チューリップの本数も問題文と同じ数
だけ図に示されている。 
(3) 教授－学習活動
①両群とも事前テスト終了後、「速さ」問題の答
えが示された後、その驚き度（4 段階）が問わ
れる。 
②その後、その説明（何故『相加』平均ではダ
メなのか；「速さ」及び「密度」の性質及び『平
均』の求め方と「速さ」「密度」を含む内包量の
性質〔非加法性及びそれに付随する非相加平均
性〕）を、テキストを通して学ぶこととなる。 
③ 学習内容；「平均－内包量－」という内包量
を代表する「速さ」「密度」に関するルール学習
である。 
「内包量」の多くは、2 つの「外延量」の関
係（通常、2 つの外延量の割り算－商）によっ
てのみ決まる（例 速さ；距離÷時間）。2 つの
外延量の割り算（商）で求められる「内包量」
は「足す」ことはできない。したがって「足し
て割る」平均もできない。『内包量』は「物事の
性質を表す量」と言われ、「性質」は足すことは
できないと考えればいい。 
この内容が、「速さ」・「密度」はどうやって
求めるのか、平均は相加平均では求められない
ことを例に説明される。 
・テキストの概要（FIGURE3参照）
1．「速さ」について
1）それ自体独自の性質を持つ量である（独立性）
が、2）実際は 2 つの量（外延量－“距離”“時
間”）の計算によって求められる（関係性）もの
であり、したがって、3）その“求め方”を含め、
その性質上、“相加平均”ができないこと（←非
加法性）、が説明される。 
2．「密度」（チューリップの“混み合い度－密度”
を例に） 
以下の問題で、適当だと思うものに○をつけてください（「Ｃ その他」を選んだ人へ；違う答えを答えられる人は、お答え下さい）。 
(1) 片道６０㎞の道を往復しました。行きは３０㎞／ｈの定速走行で、帰りはスピードを上げて、６０㎞／ｈの定速走行をしまし
た。往復の平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ９０㎞／ｈ Ｂ４５㎞／ｈ Ｃその他＞
(2) ３０％のさとう水３００ｍｌと４０％のさとう水２００ｍｌを混ぜたら、その濃度はどうなりますか。
＜Ａ７０％ Ｂ３５％ Ｃその他＞
(3) チューリップの“混み合い度”（本／㎡）とは、「一定の広さ（１㎡）あたりどれだけの本数が植えられているか」を計算した
ものです。
６㎡の畑では“混み合い度”〔３本／㎡〕でチューリップを植えようとしています。もう 1 つの１２㎡の畑では“混み合い度”
〔２本／㎡〕で植えようとしています。
２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、“混み合い度”（本／㎡）どのくらいで植えられることになりますか。
＜Ａ５本／㎡ Ｂ２．５本／㎡ Ｃその他＞
(4) 10 時間、車で走りました。最初の４時間は４０㎞／ｈの定速走行で、後の６時間はスピードを上げて、６０㎞／ｈの定速走行
をしました。平均の速さはどうなっていますか。
＜Ａ１００㎞／ｈ Ｂ５０㎞／ｈ Ｃその他＞
(5) “塩”が１２ｇ入っている２０％の食塩水と、“塩”が１５ｇ入っている３０％の食塩水を混ぜたら、その濃度はどうなります
か。
＜Ａ５０％ Ｂ２５％ Ｃその他＞
(6) １つの畑では“混み合い度”〔２本／㎡〕でチューリップを２本植えます。また、もう 1つの畑では“混み合い度”〔４本／㎡〕
で５本植えます。
２つの畑が合併した時、新しい畑のチューリップは、どのくらいの“混み合い度”〔本／㎡〕で植えられることになりますか。
＜Ａ６本／㎡ Ｂ３本／㎡ Ｃその他＞
FIGURE ２ 事後テスト内容－「速さ」「濃さ」「密度」の平均問題（図略）
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1）（人口）密度の定義が説明され（独立性）、2）
〔チューリップの“混み合い度”－密度－を例
に〕それは実際、2 つの量（外延量－“本数”“面
積”）の計算によって求められる（関係性）もの
であり、したがって、3）その“求め方”を含め、
その性質上、“相加平均”ができないこと（←非
加法性）、が説明される（具体的に図解－本数明
示－される）。 
3．まとめ
 まとめとして、『内包量』『外延量』の例示と
それぞれの量としての性質（非加法性・加法性
等）が明記される。 
④両群ともテキスト読解度、説明に対する納得
度（4 段階）が問われ、事後テストを受けるこ
ととなる。 
結果と考察 
(1)事前テスト－内包量の平均問題正答率から
オリンピック選手クラスだとマラソンの距離を約２時間で走りますね。どのくらいの「速さ」で走ったことになるでしょ
う。約４０㎞の距離を約２時間で走ったのですから、 
40 ㎞÷2ｈ（時間）＝20 ㎞／ｈ（時速 20 ㎞） 
約４０㎞の走った平均の速さは「２０㎞／ｈ（時速２０㎞）」ということになります。 
これは、マラソンの距離全体－約４０㎞－における『平均』の速さということです。 
「距離」をかかった「時間」で割ることによってその距離における平均の速さを求めることになるのです。 
速さ＝距離÷時間 
自動車で６０㎞を往復する時、前半の６０㎞を「６０㎞／ｈ（時速６０㎞）」で走って、後半の６０㎞を「４０㎞／ｈ（時
速４０㎞）」で走った場合を考えてみましょう。自動車は、往復で１２０㎞走っています。 
速さは、「その距離をどれだけの時間をかけて走ったか」によって求められるのです。 
この場合、距離は合計で、１２０㎞です。かかった時間がわからなければこの距離における平均の「速さ」はわかりませ
ん。そこで、まずかかった時間を求める必要があります。前半・後半で、かかった時間はどのくらいかわかりますか。 
前半：「速さ＝距離÷時間⇒時間＝距離÷速さ」 → 「60 ㎞÷60 ㎞／ｈ（時速 60 ㎞）＝1ｈ（1 時間）」 
後半：「速さ＝距離÷時間⇒時間＝距離÷速さ」 → 「60 ㎞÷40 ㎞／ｈ（時速 40 ㎞）＝1.5ｈ（1.5 時間）」 
120 ㎞を 2.5 時間（1 時間＋1.5 時間）で走っています。→速さ：120 ㎞÷2.5 時間＝48 ㎞／ｈ（時速 48 ㎞） 
「（６０㎞／ｈ＋４０㎞／ｈ）÷２＝５０㎞／ｈ」ではありません。あくまで、速さはどれだけの距離をどれだけの時間をか
けたかによって決まります。 
それぞれの「速さ」（６０㎞／ｈ，４０㎞／ｈ）を足して２で割って（平均して）もダメなのです。 
他にも、このようなやり方で表しているものがあります。人口“密度”もそうです。 
その地域に住んでいる人たちの“混みぐあい”という性質を、その地域の「人口密度」と言い、（その地域に住む人の）“人
数”を（その地域の）“面積”で割って、それを表そうというのです。 
それではここで、“チューリップを畑に植える場合”を例に考えてみましょう。チューリップの“混み合い度”〔本／㎡〕
とは、「一定の広さ（１㎡）あたりどれだけの本数が植えられているか」を計算したものです。チューリップですから「“人
口”密度」ではなく、「“チューリップ”密度」になります。 
Ａの畑（９㎡）には、１０本のチューリップを、Ｂの畑（２０㎡）には２４本のチューリップを植える予定です。どちら
が“混みあって”いるでしょう。チューリップの“混み合い度”〔本／㎡〕も、求め方は同じです。植えるチューリップの本
数を畑の面積で割って求めます。 
・「Ａ：9 ㎡の畑」：10 本 ÷ 9 ㎡ ＝ 約 1.1 本／㎡  ・「Ｂ：20 ㎡の畑」：24 本 ÷ 20 ㎡ ＝ 1.2 本／㎡ 
Ｂの畑の方が“混み合い度”は大きいですね。 
２つの畑を併せた場合ではどうでしょう。２つの畑を併せた場合、チューリップの本数は『34 本』、畑の面積は『29 ㎡』
となり、この２つからチューリップの“混み合い度”〔本／㎡〕を求めることになります。 
「Ａ＋Ｂ：２９㎡の畑」に植えられるチューリップの“混み合い度”〔本／㎡〕の計算式 
34 本（本数）÷ 29 ㎡（面積） ＝  約 1.17 本／㎡（“混み合い度”） 
「（約 1.1 本／㎡＋1.2 本／㎡）÷2＝1.15 本／㎡」ではありません。 
あくまで、“混み合い度”〔本／㎡〕は、どれだけの本数がどれだけの広さ（面積）に植えられているのかによって決まり
ます。それぞれの「混み合い度」（約 1.1 本／㎡，1.2 本／㎡）を足して２で割って（平均して）もダメなのです。 
『数値』を足して“平均” （「相加平均」と言います）できないものに「濃度」もあります。濃度も『数値』を足して“平
均”できません。どれだけの“溶液”にどれだけ“溶質”（溶かしているモノ）があるかで、その『濃度』が決まるのです。 
「速さ」、「密度」、「濃度」などは『内包量』と言い、「物事の性質を表す量」と言われます。「性質」は足すことはできな
いと考えればいいでしょう。足して平均を求めることのできる数（量）の代表は「長さ」や「重さ」です。これらの場合は、
足したり引いたりすることができ、「外延量」と呼ばれています。 
人は、“速さ”という性質を表すために、「時間」と「距離」を使うことにしました。 
つまり、「一定時間で、どれくらい進めるのか」で、“速さ”を表すことにしたのです。 
FIGURE ３ テキストの概要（図略） 
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見る「内包量の非加法性」理解（TABLE１参照） 
①種別比較
『平均』が問われているにも関わらず、「濃
度」「密度」では“加法”誤答が散見される。「速
さ」課題のみ『平均』（“平均の速さはどうなっ
ていますか”）という言葉が使われており、さす
がに“加法”的な回答は出てはこないのだろう。
「濃度」「密度」では“混ぜる（或は併せる）と
どうなるか”と問われており、そのような問い
方だと“加法”のみで回答してしまう者がいる
のである。 
 “相加平均”誤答を見ると、すべての種類で
約 50％を占めている。種別は異なっても、「平
均とは“相加平均”だ」と多くの学生が誤認識
している。３種の課題での正答率・完答率を見
ると、前回では“「濃度」問題が比較的正答率は
高く、「密度」問題は低い”いう傾向が見らたが、
今回はそのような傾向は見られなかった。全体
として完答率の低さが目立っている。どの課題
も、全体として再計算した結果としての“平均
値”となるので、「“相加平均”ではない」とい
うことはわかっていても、どうすれば“平均値”
が求められるかまではわかっていない者が多い
と言えよう。 
②比較量の「差異」及び「質」
1)全体量・土台量
3 種とも、明示されている外延量が「全体量」
なのか「土台量」なのかで、回答に明白な差は
見られない。誤答傾向もほぼ同様である。問わ
れているのは「速さ」であり、「濃度」「密度」
である。つまり「『内包量』自体の平均」が問わ
れており、学生らは示されている「外延量」に
着目するのではなく、問われている「内包量」
のみ考える傾向があると思われる。 
2)比較量の差
3 種類においてその回答傾向に明確な差は見
られない。また、正答が示された時の「驚き度」
をみても、両群に明白な差は見られない
（TABLE3 参照）。
比較差を大きくすることによって「足して」
平均することに対する「違和感の喚起」を起こ
そうとしたが、「平均とは“相加平均”だ」とい
差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G
A(相加) 0 0 0 0 2 2 4 1 0 1 2 2
B(相加平均) 8 11 11 14 7 4 7 4 12 8 9 5
C(他) 13(11) 9（2） 10（5） 6（2） 11（9） 14（4） 9（8） 14（4） 9（7） 10（6） 10（7） 12（5）
NR 0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1
TABLE 1　事前課題群の回答傾向　　n=41(差小；21　差大：20) －（）内完答
回答＼問題・ｸﾞﾙｰﾌﾟ
速さ 濃度 密度
時間（土台量)提示 距離（全体量）提示 溶液（土台量)提示 溶質（全体量）提示 面積（土台量）提示 本数（全体量）提示
差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G 差小G 差大G
A(相加) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
B(相加平均) 0 0 0 2 0 0 1 3 2 0 3 2
C(他) 21(20) 20(16) 21(17) 18(12) 20(18) 19(11) 19(14) 15(4) 19(16) 20(11) 18(14) 17(8)
NR 0 0 0 0 1 1 1 2 0 0 0 1
密度
回答＼問題・ｸﾞﾙｰﾌﾟ 時間（土台量)提示
速さ
距離（全体量）提示 溶液（土台量)提示 溶質（全体量）提示 面積（土台量）提示 本数（全体量）提示
濃度
TABLE 2　事後課題群の回答傾向　　n=41(差小；21　差大：20) － （）内完答
差小G 差大G
1 4
6 6
11 10
3 0
2.74 2.25平均
TABLE 3　驚き度　〔差小Ｇ；21　差大Ｇ：20〕
やっぱりな、そうだと思った(2-3)
反応＼GROUP
えっ、信じられない！(1)
なんとなく納得できない(2)
そんなの知ってた(4)
差小G 差大G
0 1
2 2
17 11
2 2
2.98 2.88平均
TABLE 4　納得度　〔差小Ｇ；21　差大Ｇ：20〕
完全に理解できる(4)
なんとなく理解できない(2)
反応＼GROUP
全然理解できない(1)
まぁ大体理解できる(3)
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う意識が勝っていると言えよう。 
(2)教授－学習の効果
①納得度（TABLE4参照）
TABLE4 は、テキストに対する納得度を測っ
た結果である。これを見ると、両群とも納得度
は高いことが伺える。両群とも、回答者の８割
以上が「まぁ、大体理解できる」以上となって
いる。群差は見られない。この結果は、前回と
同様である。 
テキストは「速さ」及び「密度」（チューリ
ップの混み合い度）に関しての説明（内包量と
しての特性・3 量の関係性・操作性）が主な内
容である。正答が示された時の「驚き度」を見
ても、両群に明白な差は見られないことから、
学習する事前段階における両群のこれらの問題
に関する意識の差異はない。結果として、両群
とも、テキスト内容の理解は十分なされたと言
える。 
②事後テスト結果（TABLE2参照）
両群とも、事前から事後へ正答率が上昇して
いる。その傾向に群差は見られない。やはり、
比較量の大小が課題認知への影響を及ぼすこと
を想定したが、“事前問題の正答率”“驚き度”
“納得度”の結果を見ても、このような状況設
定（比較量の違いを大きくする）では、「違和感」
も喚起されず、結果として「（法則を理解する）
手がかりの明瞭化」や「大きい驚き－知的好奇
心の刺激－」がもたらされず、そのことによる
「法則の理解」が促進されることもなかったと
判断されよう。 
しかし、“納得度”の結果にあるように、テキ
スト学習の成果が見られる。“相加”誤答や“相
加平均”誤答も、両群において大きく減ってい
る。「完答」も増加している。その意味では、教
授方針は大筋で成功していると思われる。 
 ただ、「完答」数が増えたとはいえ、不十分な
ことも事実である。特にどの種類も“全体量”
がやや低いことが目につく。前述したように、
内包量の平均を求めるためには、どの課題も、
全体として再計算しなければならない。結果と
して「“相加平均”ではない」ということはわか
っても、その求め方の理解までは進めることが
できなかった。外延量の提示が“土台量”と“全
体量”とを比較した場合、3 種とも“全体量” の
場合の方が、完答数（率）がやや低い。これは、
いわゆる「（割合文章題における）“第 3 用法”
の難しさ」に起因すると思われる。TABLE5 に
3 用法の型分けを示す。この 3 用法の内、“第 3
用法”が最も計算が難しいと言われている（小
野寺 1995 麻柄 1988 坂本 2002 小林 2012）。
“全体量”提示課題は、まさに“第 3 用法”を
用いて平均を計算しなければならない〔例－速
さ；速さ＝距離（全体量）÷時間（土台量） “全
体量”“速さ”が提示されている場合、これら２
つの量から、まず個別の“土台量（かかった時
間）”を求めなければならない。この「計算」が
第 3 用法となる〕。この「計算」の難しさが「完
答」をもたらさなかったと推察される。この点
の改良が内包量の平均計算理解のもう 1 つのポ
イントと言えよう。
討 論 
 算数（数学）教育において、『外延量』と『内
包量』についてその性質の理解が重要と考えて
いる。特に「内包量」において、その「非加法
性」という性質の理解が重きをなしており、そ
の理解の促進を図る教授学習支援の 1 つとして
「『平均』をどうするか」に焦点を当て、一連の
研究を行ってきた。今回は、前回の研究（斎藤
2016）の研究に以下のような改良を加え、その
教授方略の有効性を検討しようとしたものが今
回の研究であった。 
1．土台量、全体量について分析する。
2．説明事例を「速さ」だけでなく、「密度」ま
で拡大する。 
3．調査課題及びテキストにおいて示される図を
明確化する。 
その結果、 
1．被験者となった大学生において、主要な内包
量である「速さ」「濃度」「密度」においてそ
の“平均”が“相加平均”となっている者が
TABLE ５　割合の３用法
第１用法　割合 ＝ 全体量 ÷ 土台量
第２用法　全体量 ＝ 土台量 × 割合
第３用法　土台量 ＝ 全体量 ÷ 割合
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多いという事実を確認。 
この傾向は、明白な事実であろう。また、前
回でも見られたが、今回も、「濃度」「密度」で
は“加法”誤答も散見され、“混ぜる（或は併せ
る）とどうなるか”と問われると、“加法”して
しまうという者がいるということもはっきりし
た。 
2．比較差を大きくすることによって「足して」
平均することへ"アラート"（違和感の喚起）
としようとしたが、今回も、明確な有効性は
確認できず。 
 「平均とは“相加平均”だ」という意識が強
く、比較量の多少（大小）は意識されないので
あろう。問題となっている「内包量」の平均へ
の意識が強いということは、事前第階において
提示される外延量が「全体量」なのか「土台量」
なのかにさほど違いはないということからも示
唆される。 
3．事後において“相加”誤答や“相加平均”誤
答は明らかに減少したが、「完答（数値的正
答）」において、提示される外延量が「全体
量」の場合の方が低くなっている。 
 説明事例を「速さ」だけでなく、「密度」まで
拡大し、示される図を明確化した結果、3 種の
内包量で 2 群とも“相加”誤答や“相加平均”
誤答は明らかに減少している。しかし、「完答（数
値的正答）」を見ると、必ずしも高くはなってい
ない。特に提示される外延量が「全体量」の場
合の低くさが目立つ。内包量の平均を求めるた
めには、全体として再計算しなければならず、
その計算への習熟が不十分なままとなっている。
特に従来からその計算が難しいと言われている
「割合の第 3 用法」への習熟がないと、「全体量」
提示の場合よりその計算が困難となってしまっ
たのであろう。「“相加平均”ではない」という
ことはわからせても、その求め方の習熟がなけ
れば十分な学習支援とは言えない。その点が問
題だろう。 
 今後、内包量の理解支援を考える場合、「質的
理解（外延量とは違う－足したり引いたりでき
ない。→足して平均できない。」というだけでは
なく、「量的理解」、つまり、「2 つの外延量から
内包量を導きだせる」という“操作”的理解の
促進も明確に意識する必要があると言える。佐
藤(1991)が、「物質密度の理解支援」を考える時、
①物質の固有性として密度が認識されること、
②密度・重さ・体積の 3 つの量の関係が理解で
きること、を挙げているが、その 2 番目、3 つ
の量の関係の理解及び操作を習熟させることも
また、それぞれの内包量の理解にとって重要な
ことだということを再認識した。
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